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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Nationala, Craiova, 11 aprilie 2023

CLASA a XI-a

Problema 1. Determinati functiile de doua ori derivabile f : R — R care verifica
relatia (f/(x))” + f”(z) <0, pentru orice = € R.

Problema 2. Fie A, B € M,,(R). Aratati ca rang(A) = rang(B) daca si numai daca
exista matricele inversabile X,Y, Z € M, (R) astfel incat AX +YB = AZB.

Problema 3. Fie un numar natural n > 2 gi matricele A, B € M,,(C), cu proprietatea
A’B = A.

a) Demonstrati cd (AB — BA)? = O,,.

b) Aratati ca pentru oricare numar natural k£ < n/2 exista matricele A, B € M,,(C)
cu proprietatea din enunt astfel incat rang(AB — BA) = k.

Problema 4. Consideram o functie f : R — R pentru care exista o functie derivabila
g: R — R si exista un sir (a,)n,>1 de numere reale strict pozitive, convergent la 0, astfel

incat
g/(l’) — lim f(l’ + an) — f(l‘)’

n—oo an

pentru orice z € R.

a) Dati un exemplu de o astfel de functie f care nu este derivabila in niciun punct
x e R.

b) Aratati ca daca f este continua pe R atunci f este derivabila pe R.

Timp de lucru 4 ore.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



